Pochodne czastkowe. Pochodna kierunkowa.

Rézniczka funkcji wielu zmiennych.

Anna Bahyrycz
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Pochodne czastkowe

Definicja 1

Niech funkcja f bedzie okreslona przynajmniej na otoczeniu punktu (xg,yo)-
Pochodna czastkowa pierwszego rzedu funkcji f wzgledem zmiennej x
w punkcie (g, yo) nazywamy granice

lim f(xo+Ax,y0) - f(20,Y0)
Az—0 Az

o ile istnieje i oznaczamy symbolem %f(mo,yo) lub  fl(z0,v0)-

Anna Bahyrycz

Pochodne czastkowe. Pochodna kierunkowa. Rézniczk



Pochodne czastkowe

Definicja 1
Niech funkcja [ bedzie okreslona przynajmniej na otoczeniu punktu (xg,yo)-

Pochodna czastkowa pierwszego rzedu funkcji f wzgledem zmiennej x
w punkcie (g, yo) nazywamy granice

lim f(xo+Ax,y0) - f(20,Y0)
Az—0 Az

o ile istnieje i oznaczamy symbolem %ﬁ(mo,yo) lub  fl(z0,v0)-

Pochodng czastkowa pierwszego rzedu funkcji f wzgledem zmiennej y
w punkcie (20, yo) nazywamy granice

lim f (20,90 + Ay) = f(x0,0)
Ay—0 Ay

o ile istnieje i oznaczamy symbolem g—g(xo,yo) lub  f; (0, y0)-

Anna Bahyrycz Pochodne czastkowe. Pochodna kierunkowa. Rézniczk



Interpretacja geometryczna
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Jezeli granica okreslajaca pochodna jest wiasciwa (niewfasciwa) to, méwimy, ze
pochodna jest wiasciwa (niewfasciwa).
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Jezeli granica okreslajaca pochodna jest wiasciwa (niewfasciwa) to, méwimy, ze
pochodna jest wiasciwa (niewfasciwa).

Nie ma zadnego zwiazku miedzy ciagfoscia funkcji a istnieniem pochodnych
czastkowych pierwszego rzedu funkcji w punkcie.

Anna Bahyrycz Pochodne czastkowe. Pochodna kierunkowa. Rézniczk



I TZVK1dU

Zbadac istnienie pochodnych czastkowych pierwszego rzedu i ciagtos¢ funkcji

1 dla zy=0 . B
f(xay) - { 0 dla Ty # 0 WpunkCIe (wo,yo) - (070)
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I TZVK1dU

Zbadac istnienie pochodnych czastkowych pierwszego rzedu i ciagtos¢ funkcji

1 dla zy=0 . B
f(xay) - { 0 dla Ty # 0 WpunkCIe (370,90) - (070)

(A, 0)-f(0,0) . 1-1__ df

Algllo Az _Algilo Az =0 ox @)
. f(0,Ay)-f(0,0) .. 1-1_— 0Jf
AIZIEO Ay _Algilo Ay =0 dy 0,0

Pochodne czastkowe. Pochodna kierunkowa. Rézniczk
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I TZVK1dU

Zbadac istnienie pochodnych czastkowych pierwszego rzedu i ciagtos¢ funkcji

|1 dla zy=0 . B
f(xay) - { 0 dla Ty # 0 WpunkCIe (:L'O,yO) - (070)

im L8200 =00, 1=, 2—5(0,0)

Az—0 Ax Az—0 Ax
. f(0,Ay)-f(0,0) .. 1-1 _ 9f
AT A Ahay 0Ty %Y

Niech (zn,yn) = (£,0) oraz (a},,y,) =(%,1), oczywiscie

lm (2n,90) = lim_ (%,0) = (0,0) i (%0) +(0,0) dla neN,

11 11
q roorN o 1s I N
nlirgo(xn,yn)—nli%o (n,n)—(0,0) i (n,n)i(0,0) dla neN.

Pochodne czastkowe. Pochodna kierunkowa. Rézniczk
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I TZVK1dU

Zbadac istnienie pochodnych czastkowych pierwszego rzedu i ciagtos¢ funkcji

|1 dla zy=0 . B
f(xay) - { 0 dla Ty # 0 WpunkCIe (:L'O,yO) - (070)

f(A.T,O)—f(0,0)_ . 1_1_ _
P Az =A% Az C0F (0 0)
. f(0,Ay) - f(0,0) . 1-1
AILIEO Ay _Ahy—>0 Ay _O_ 0 (O’O)

Niech (zn,yn) = (£,0) oraz (a},,y,) =(%,1), oczywiscie

lm (2n,90) = lim_ (%,0):(0,0) i (%,0);&(0,0) dia neN,

n—>+oo
11 11
nlim (xn,yn)—ngglw (ﬁ 7) (0,0) i (ﬁ’ﬁ) #(0,0) dla neN.

11
Wbéwczas lim f( ) 1, lim f(f, 7) =0 - badana granica nie istnieje.

n n

n—+oo n—+oo
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I TZVK1dU

Zbadac istnienie pochodnych czastkowych pierwszego rzedu i ciagtos¢ funkcji

|1 dla zy=0 . B
f(xay) - { 0 dla Ty # 0 WpunkCIe (:L'O,yO) - (070)

f(A.Z‘,O)—f(0,0)_ . 1_1_ _
P Az =A% Az C0F (0 0)
. f(0,Ay) - f(0,0) . 1-1
Alggo Ay _Ahy—>0 Ay _O_ 0 (O’O)

Niech (zn,yn) = (£,0) oraz (a},,y,) =(%,1), oczywiscie

lm (2n,90) = lim_ (%,0):(0,0) i (%,0);&(0,0) dia neN,

n—>+oo
11 11
nlim (xn,yn)—ngglw (ﬁ 7) (0,0) i (ﬁ’ﬁ) #(0,0) dla neN.

11
Wbéwczas lim f( ) 1, lim f(f, 7) =0 - badana granica nie istnieje.

n—+oo n—+oo n n

Funkcja f ma obie pochodne czastkowe pierwszego rzedu w (0,0) i nie jest ciagfa
w tym punkcie.

Anna Bahyrycz Pochodne czastkowe. Pochodna kierunkowa. Rézniczk
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Przyktad 2

Zbadac istnienie pochodnych czastkowych pierwszego rzedu i ciaggtos¢ funkcji

flz,y) =~/22+y?> w punkcie (zo,y0) = (0,0).

Anna Bahyrycz Pochodne czastkowe. Pochodna kierunkowa. Rézniczk



Przyktad 2

Zbadac istnienie pochodnych czastkowych pierwszego rzedu i ciaggtos¢ funkcji

flz,y) =~/22+y?> w punkcie (zo,y0) = (0,0).

Badamy istnienie pochodnych czastkowych pierwszego rzedu

. f(Az,0)-f(0,0) (Az)2-0 . |Az] o
Alifilo s = Al;lzlo — 5, Am T - granica nie istnieje,
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Przyktad 2

Zbadac istnienie pochodnych czastkowych pierwszego rzedu i ciaggtos¢ funkcji

f(z,y) =v/z2+y? w punkcie (zo,y0) = (0,0).

Badamy istnienie pochodnych czastkowych pierwszego rzedu

T f(Aan) _f(070) = lim (A.’I?)Q -0 = TFm |A$|

—— - granica nie istnieje,
Az—0 Az Az—0 Az Az—>0 Az 4 J

o FOAD-F00) VBP0 Ay

= = - granica nie istnieje,
Ay—0 Ay Ay—0 Ay Ay—0 Ay & S

czyli funkcja f nie ma pochodnych czastkowych pierwszego rzedu w (0, 0).
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Przyktad 2

Zbadac istnienie pochodnych czastkowych pierwszego rzedu i ciaggtos¢ funkcji

f(@,y) =va*+y* w punkcie (zo,y0) = (0,0).
Badamy istnienie pochodnych czastkowych pierwszego rzedu

(Az)2-0 .. |Az]

iy F(A2,0)= £(0,0) _

Az—0 Az "~ Az—0 Az Az—>0 Az

. f(0,Ay) - f(0,0) _ . (Ay)2-0 . |Ayl
h llm —_— = llm —_—
Ay—0 Ay Ay—>0 Ay Ay—0 Ay

czyli funkcja f nie ma pochodnych czastkowych pierwszego rzedu w (0, 0).
Badamy ciggtos¢
vVazz+y2=0= (0,0
(w,y)*(o 0) Y 1(0.0).

Funkcja f jest ciagta w (0,0) .

= lim ————~—— = lim —— - granica nie istnieje,

- granica nie istnieje,

Anna Bahyrycz Pochodne czastkowe. Pochodna kierunkowa. Rézniczk 6/
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Przyktad 2

Zbadac istnienie pochodnych czastkowych pierwszego rzedu i ciaggtos¢ funkcji

f(@,y) =va*+y* w punkcie (zo,y0) = (0,0).
Badamy istnienie pochodnych czastkowych pierwszego rzedu

o fA0) =100 L VB2P-0 . |Agl

Az—0 Az "~ Az—0 Az Az—>0 Az

. f(0,Ay) - f(0,0) _ . (Ay)2-0 . |Ayl
h llm —_— = llm —_—
Ay—0 Ay Ay—>0 Ay Ay—0 Ay

czyli funkcja f nie ma pochodnych czastkowych pierwszego rzedu w (0, 0).
Badamy ciggtos¢
vVazz+y2=0= (0,0
(w,y)*(o 0) Y 1(0.0).

Funkcja f jest ciagta w (0,0) .
Z ciagtosci funkcji w punkcie nie wynika istnienie pochodnych czastkowych
pierwszego rzedu w tym punkcie.

= lim ————~—— = lim —— - granica nie istnieje,

- granica nie istnieje,

Anna Bahyrycz Pochodne czastkowe. Pochodna kierunkowa. Rézniczk 6/
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Definicja 2
Jezeli funkcja f ma pochodne czastkowe pierwszego rzedu w kazdym punkcie
zbioru otwartego U c R?, to funkcje

of

0 .
== (z,y), —f(w,y) gdzie (z,y)eU
or oy

nazywamy pochodnymi czastkowymi pierwszego rzedu funkcji f na zbiorze U
i oznaczmy %ﬂé, %5 lub fr, f-

W praktyce do liczenia pochodnych czastkowych mozna stosowac reguty
rozniczkowania funkcji jednej zmiennej.

Anna Bahyrycz Pochodne czastkowe. Pochodna kierunkowa. Rézniczk



Przyktad 3

Wyznaczy¢ pochodne czastkowe pierwszego rzedu funkcji

f(z,y)=a¥, nazbiorze U={(z,y)eR*:2>0Ay>0}.
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Przyktad 3

Wyznaczy¢ pochodne czastkowe pierwszego rzedu funkcji

f(z,y)=a¥, nazbiorze U={(z,y)eR*:2>0Ay>0}.

of

5 (B9 = yz¥ !
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Przyktad 3

Wyznaczy¢ pochodne czastkowe pierwszego rzedu funkcji

f(z,y)=a¥, nazbiorze U={(z,y)eR*:2>0Ay>0}.

of
ox

(z,y) = yz¥7l i ?(w,y} =zYInz, gdzie (z,y)eU.
Yy

Anna Bahyrycz Pochodne czastkowe. Pochodna kierunkowa. Rézniczk



Definicja 3

Niech funkcja f ma pochodne czastkowe pierwszego rzedu 5£ , g£ przynajmniej

na otoczeniu punktu (xo,yo). Pochodne czastkowe drugiego rzedu funkcji f
w punkcie (20, 1o) okreslamy wzorami

2)

o2 f 9 ,0f 8 ,0f
@(ﬂfo,yo):%(%)(l’o,yo), 920y ( 0,%0) ‘%(a—y)(iﬁoaye),
9
0

0*f 0 (0f ok

m(ﬂcoayo) 5= a—y(%)(iﬂo,yo), f( 0,%0) = y(g—];)(%,yo)'

Anna Bahyrycz Pochodne czastkowe. Pochodna kierunkowa. Rézniczk



Definicja 3

|

Niech funkcja f ma pochodne czastkowe pierwszego rzedu 5£ , a]; przynajmniej
na otoczeniu punktu (xo,yo). Pochodne czastkowe drugiego rzedu funkcji f

w punkcie (20, 1o) okreslamy wzorami

2)

0 0 (0 0 (0
5 @) = 5 (5 ), (o) = (5 ) o)

0x0y

0% f 0 (0f 82f 0 (0f
m(ﬂco,yo):a—y(%)(wo,yo)’ 8_y2(x0’y0)':8_y(8_y)(x0’y0)’

Powyzsze pochodne oznacza sie réwniez odpowiednio przez

f:;,z(x()?yO)v f:y(anyO)7 f;lz(‘ranO)a fg;,g;(anyO) .

Anna Bahyrycz Pochodne czastkowe. Pochodna kierunkowa. Rézniczk



Definicja 4

Jezeli funkcja f ma pochodne czastkowe drugiego rzedu w kazdym punkcie zbioru
otwartego U c R?, to funkcje

2 2
%(l"y)’ aiéf( )7 a al'( vy)7 (-'17 y) gdZIe (.’IZ y)EU

nazywamy pochodnymi czqstkowymi drugiego rzedu funkcji f na zbiorze U

82f 32f 82f 82 f 174 " "
i oznaczmy 5, 920y Dydz’ 0y7 lub fio, fays fues foy -

Anna Bahyrycz Pochodne czastkowe. Pochodna kierunkowa. Rézniczk



Twierdzenie 1 (Schwarza o pochodnych mieszanych)

Jezeli pochodne czastkowe
o*f  0°f
0x0y’ Oyox

sa ciagte w punkcie (xo,yo), to sa réwne, tj.

0% f
0xdy

0% f
(fﬂoayo) = m(woayo)‘

Anna Bahyrycz Pochodne czastkowe. Pochodna kierunkowa. Rézniczk



Twierdzenie 1 (Schwarza o pochodnych mieszanych)

Jezeli pochodne czastkowe
o*f  0°f
0x0y’ Oyox

sa ciagte w punkcie (xo,yo), to sa réwne, tj.

0% f
0xdy

0% f
(fﬂoayo) = @(%J/o)

Prawdziwe sa takze analogiczne réwnosci dla pochodnych mieszanych drugiego
rzedu funkcji trzech zmiennych, a takze dla pochodnych mieszanych wyzszych
rzedow.

Anna Bahyrycz Pochodne czastkowe. Pochodna kierunkowa. Rézniczk



Przykfad 4

Wyznaczy¢ wszystkie pochodne czastkowe drugiego rzedu funkcji

f(z,y)=a¥, nazbiorze U ={(z,y)eR*:2>0Ay>0}.

Sprawdzi¢, ze pochodne mieszane sg réwne.

Anna Bahyrycz Pochodne czastkowe. Pochodna kierunkowa. Rézniczk



Przykfad 4

Wyznaczy¢ wszystkie pochodne czastkowe drugiego rzedu funkcji

f(z,y)=a¥, nazbiorze U ={(z,y)eR*:2>0Ay>0}.

Sprawdzi¢, ze pochodne mieszane sg réwne.
Wyznaczamy pochodne czastkowe pierwszego rzedu funkcji f

ﬁ(fm;)=yaﬂ”’1 g o
dy

3 (z,y) =a2YInz, gdzie (z,y)ecU.
7

Anna Bahyrycz Pochodne czastkowe. Pochodna kierunkowa. Rézniczk



Przykfad 4

Wyznaczy¢ wszystkie pochodne czastkowe drugiego rzedu funkcji

f(z,y)=a¥, nazbiorze U ={(z,y)eR*:2>0Ay>0}.

Sprawdzi¢, ze pochodne mieszane s3 réwne.
Wyznaczamy pochodne czastkowe pierwszego rzedu funkcji f

of af

8—(ac,y):ymy_1 i 5 (z,y) =a2YInz, gdzie (z,y)ecU.
T Y

Wyznaczamy pochodne czastkowe drugiego rzedu funkcji

0? _ 9*
@ a0, Ty -a(na)?
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Przykfad 4

Wyznaczy¢ wszystkie pochodne czastkowe drugiego rzedu funkcji

f(z,y)=a¥, nazbiorze U ={(z,y)eR*:2>0Ay>0}.

Sprawdzi¢, ze pochodne mieszane s3 réwne.
Wyznaczamy pochodne czastkowe pierwszego rzedu funkcji f

of 9f

3 (x,y) =yz¥™' i 5 (z,y) =a2YInz, gdzie (z,y)ecU.
T Y

Wyznaczamy pochodne czastkowe drugiego rzedu funkcji

2 B 0?
2@V =yly-1a*",  F5(ny)=c'(na)’
9 2
aayafx (z,y) = 2*" + ya? M Ing = aaxafy(z,y)y gdzie (z,y) €U.

Anna Bahyrycz Pochodne czastkowe. Pochodna kierunkowa. Rézniczk



Definicja 5

Niech funkcja f ma pochodne czastkowe rzedu n > 2 przynajmniej na otoczeniu
punktu (zg,yo). Pochodne czastkowe pierwszego rzedu w punkcie (xo, yo)
pochodnych czastkowych rzedu n funkcji f nazywamy pochodnymi czastkowymi
rzedu n + 1 funkcji f w punkcie (g, o).
Jezeli funkcja f ma pochodne czastkowe rzedu n w kazdym punkcie zbioru
otwartego, to méwimy, ze na tym zbiorze okreslone s3 pochodne czastkowe rzedu
n funkgji f.
Pochodna czastkowa n-tego rzedu funkcji f w punkcie (zo,y0), powstata w
wyniku k-krotnego rézniczkowania wzgledem zmiennej x i nastepnie [-krotnego
rozniczkowania wzgledem zmiennej y gdzie k + [ =n, oznaczamy przez
a"f
8yl8$k (.’Eo, yO)

Anna Bahyrycz Pochodne czastkowe. Pochodna kierunkowa. Rézniczk



Przyktad 5

Dla funkcji

3

f(z,y) =€e"™ obliczy¢ Wgy(m,y)

Anna Bahyrycz Pochodne czastkowe. Pochodna kierunkowa. Rézniczk



Przyktad 5
Dla funkcji

3
f(z,y) =€e"™ obliczy¢ %(m,y)

Wyznaczamy
of
dy

(x7 y) = xexy7

Anna Bahyrycz Pochodne czastkowe. Pochodna kierunkowa. Rézniczk



Przyktad 5

Dla funkcji
3

f(z,y) =€e"™ obliczy¢ %(m,y)

Wyznaczamy
of
dy

(x7 y) = xexy7

nastepnie
0*f
0xdy

(x,y) = %(wemy) =e" + zye™?

Anna Bahyrycz Pochodne czastkowe. Pochodna kierunkowa. Rézniczk



Przyktad 5
Dla funkcji
0% f
=e™ obliczyd —— .

fle.y)=e" oblicsyé 7 (z)

Wyznaczamy
g_';;(xvy) = xefﬁy’
nastepnie
2
i na koniec
aIng(amy) = a(e Y(1 +xy)) =y(1+azy)e™ +ye™ = e™y(2 + zy).

Anna Bahyrycz Pochodne czastkowe. Pochodna kierunkowa. Rézniczk



Niech funkcja f bedzie okreslona przynajmniej na otoczeniu punktu (xg,yo) oraz
¥ = (vg,vy) bedzie wersorem. Pochodna kierunkowa funkcji f w punkcie (zo,Yyo)
w kierunku ¥ okreslamy wzorem:

f (2o +tve, yo +tvy) — f(20,%0)

of L
%(1:093/0) = tlir(% ;

Anna Bahyrycz Pochodne czastkowe. Pochodna kierunkowa. Rézniczk



eTInICja 0 (Fochodna Kierunkowa Tunkcji

Niech funkcja f bedzie okreslona przynajmniej na otoczeniu punktu (xg,yo) oraz
¥ = (vg,vy) bedzie wersorem. Pochodna kierunkowa funkcji f w punkcie (zo,Yyo)

w kierunku ¥ okreslamy wzorem:
of o f(@o + tug, yo +tuy) — f(20,%0)
%(fco,yo) = lm ; ~

Przyktad 6

Korzystajac z definicji obliczy¢é pochodna kierunkowa funkcji

| A

Y

f(z,y) =22 +y*, w punkcie (1,1) w kierunku wersora & = (7,

[\
N
(&)
~—

Pochodne czastkowe. Pochodna kierunkowa. Rézniczk
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eTInICja 0 (Fochodna Kierunkowa Tunkcji

Niech funkcja f bedzie okreslona przynajmniej na otoczeniu punktu (xg,yo) oraz
¥ = (vg,vy) bedzie wersorem. Pochodna kierunkowa funkcji f w punkcie (zo,Yyo)

w kierunku ¥ okreslamy wzorem:

a*{(fCo’yo) = lim f(@o + tvg, yo + tvy) — f(3707y0).
311 t—0+ ¢

| A

Przyktad 6

Korzystajac z definicji obliczy¢é pochodna kierunkowa funkcji

f(z,y) =222 +y*, w punkcie (1,1) w kierunku wersora o = (

F1+02,1+62) - £(1,1) 2(1+t§)2+(1+t§) -3

of
—(1,1) = li = i
g5 (1) = lim ; A ;

Pochodne czastkowe. Pochodna kierunkowa. Rézniczk
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eTInICja 0 (Fochodna Kierunkowa Tunkcji

Niech funkcja f bedzie okreslona przynajmniej na otoczeniu punktu (xg,yo) oraz
¥ = (vg,vy) bedzie wersorem. Pochodna kierunkowa funkcji f w punkcie (zo,Yyo)

w kierunku ¥ okreslamy wzorem:

a*{(fCo’yo) = lim f(@o + tvg, yo + tvy) — f(3707y0).
311 t—0+ ¢

| A

Przyktad 6

Korzystajac z definicji obliczy¢é pochodna kierunkowa funkcji

2 V2
f(z,y) =22 +y*, w punkcie (1,1) w kierunku wersora & = (%, g)
2 2
of F1+02,1+62) - £(1,1) 2(1+%2) +(1+1Z) -3
—(1,1) = lim = lim
00 >0+ t >0+ t

L 3(1+tv2+ 5t%) -3

t—0* t

= lim (3¢§ + gt) = 3v/2.

Pochodne czastkowe. Pochodna kierunkowa. Rézniczk
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Przykfad 7

Obliczy¢ pochodna kierunkowa funkcji f(xz,y) = /22 +y? w punkcie (0,0) w
kierunku

4
(a) wersora ¥ = ( - g, g), (b) dowolnego wersora v = (v, vy).

Anna Bahyrycz Pochodne czastkowe. Pochodna kierunkowa. Rézniczk



Przykfad 7

Obliczy¢ pochodna kierunkowa funkcji f(xz,y) = /22 +y? w punkcie (0,0) w
kierunku

4
(a) wersora ¥ = ( - g, g), (b) dowolnego wersora v = (v, vy).
flo-2t,0+2t) - £(0,0) 22+ 1842
@ 2L(0,0) = 1im (0-300+ 2¢) = lim Y2
0v 0% t 0% t
= lim |i| =1
t—0* ¢

Anna Bahyrycz Pochodne czastkowe. Pochodna kierunkowa. Rézniczk



Przykfad 7

Obliczy¢ pochodna kierunkowa funkcji f(xz,y) = /22 +y? w punkcie (0,0) w
kierunku
(a) wersora ¥ = ( 3 é) (b) dowolnego wersora ¥ = (vy,v,)
5a5 ) xs Yy /-
-3 44) = 9 16
(a ) (0 0) = Jim Ho-360+30)-10.0) iy Yt 70
t -0* t
t
= lim u =1
t—0* ¢
f(o_tvm70+tvy)_f(070) v2t2 +02t2 -0
(b) (0 0) = Jim = lim Y= Y
t t—0* t
V(W2 +02)t2 -0 V(i )t
= lim (i + 03) ( Il i Ao,
t—0+ t t—>0+ t—-0*t ¢
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Przykfad 7

Obliczy¢ pochodna kierunkowa funkcji f(xz,y) = /22 +y? w punkcie (0,0) w
kierunku
- 3 4 -
(a) wersora ¥ = ( = g), (b) dowolnego wersora v = (v, vy).
flo-2t,0+2t) - £(0,0) 224 642
() (00)—11 (0- 310+ 31) - lim Y2 %
t t—0* t
t
= lim u =1
t—0* ¢
f(O—tvm,0+tvy)—f(070) V22 + 022 - 0
(b) (0 0) = Jim = lim Y= Y
t t—0* t
V(W2 +02)t2 -0 V(i )t
= lim (i + 03) ( Il i Ao,
t—0+ t t—>0+ t—-0*t ¢
Pochodna kierunkowa funkgji f(x,y) = /22 + y2 w punkcie (0,0) w kierunku
dowolnego wersora istnieje i wynosi 1.
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Interpretacja geometryczna
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Definicja 7 (Gradient funkcji)

Gradientem funkgji f w punkcie (xo,yo) nazywamy wektor okreslony wzorem:

gradf(zo,y0) = (—( 0,%0), (xo,yo))
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Definicja 7 (Gradient funkcji)

Gradientem funkgji f w punkcie (xo,yo) nazywamy wektor okreslony wzorem:

gradf(zo,y0) = ( (20,%0), (xo,yo))

Twierdzenie 2

Q)
\

Jezeli pochodne czastkowe gi oy 52 funkcjami ciagtymi w punkcie (g, o) oraz

U jest dowolnym wersorem na pfaszczyznie, to

15)
6—£($0,y0) = grad f(zo,%0) © V.
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Wréémy do Przyktadu 6.

Przyktad 8
Obliczy¢ pochodna kierunkowa funkcji

V2
2 )

SIS
[\
N—

f(z,y) =222 + y* w punkcie (1,1) w kierunku wersora & = (
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Wréémy do Przyktadu 6.

Przyktad 8
Obliczy¢ pochodna kierunkowa funkcji

2 V2
f(z,y) =222 + y* w punkcie (1,1) w kierunku wersora & = (%, %)

Pochodne czastkowe %(w, y) =4z, g—;(x,y) =2y s3 funkcjami ciagtymi,
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Wréémy do Przyktadu 6.

Przyktad 8
Obliczy¢ pochodna kierunkowa funkcji

2 V2
f(z,y) =222 + y* w punkcie (1,1) w kierunku wersora & = (%, %)

Pochodne czastkowe af (z,y) =4z, ay L(x,y) =2y sa funkcjami ciagtymi,zatem

ff)

aﬁ(l 1) = gradf(1,1) o ( :
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Wréémy do Przyktadu 6.

Przyktad 8
Obliczy¢ pochodna kierunkowa funkcji

2 V2
f(z,y) =222 + y* w punkcie (1,1) w kierunku wersora & = (%, %)
Pochodne czastkowe af (z,y) =4z, ay L(x,y) =2y sa funkcjami ciagtymi,zatem

aﬁ(l 1) = gradf(1,1) o (\/_ é_) (4,2) 0 (\/_ \/_) 2v/2+1/2 =32

Do Przyktadu 7 nie mozemy zastosowac Twierdzenia 2, poniewaz pochodne
czastkowe pierwszego rzedu funkgji f w punkcie (0,0) nie istniej3.
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Definicja 8 (Rézniczkowalno$¢ funkcji)

Niech funkcja f ma pochodne czastkowe pierwszego rzedu w punkcie (xo,yo)-
Méwimy, ze funkcja f jest rézniczkowalna w (xo,yo), gdy

" f($0+h,yo+k)‘f(xo,yo)—h%(foyyo)—kg—g(xoyyo) 0
1m =
(h,k)—(0,0) Vh? + k2
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I,

Korzystajac z definicji zbadac rézniczkowalnos¢ funkcji

ZY dl , 0,0 .
flx,y) = { O\/x2+y2 dlz Eiz; i E0,0; w punkcie (xo,%0) = (0,0).
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R~

Korzystajac z definicji zbadac rézniczkowalnos¢ funkcji

ZY dl , 0,0 .
flx,y) = { 0\/z2+y2 dlz Eizi i E0,0; w punkcie (xo,%0) = (0,0).

Zaczniemy od policzenia pochodnych czastkowych pierwszego rzedu funkcji f
punkcie (0,0):

. f(Az,0)-f(0,00 . 0-0_ _ Of
A Az = B Az 0= 633(0,0),

. f(0,Ay)-f(0,0) .. 0-0 _ Of
Jos Ay =dm 705, 0,0).
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I,

Korzystajac z definicji zbadac rézniczkowalnos¢ funkcji

ZY dl , 0,0 .
flx,y) = { O\/x2+y2 dlz Eiz; i E0,0; w punkcie (xo,%0) = (0,0).

Zatem %(O, 0) = ‘3—{;(0, 0) =0 i pozostaje zbadac czy istnieje i ile wynosi
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e —
Korzystajac z definicji zbadac rézniczkowalnos¢ funkcji

ZY dl , 0,0 .
flx,y) = { 0\/z2+y2 dlz Ezz; i E0,0; w punkcie (xo,%0) = (0,0).

Zatem %(Ov 0) = 3—5(0, 0) =0 i pozostaje zbadac czy istnieje i ile wynosi

" f(xo+h,yo +k) = f(zo,90) - h%(anyO) - k%(xo,yo)
1m
(h,k)—(0,0) Vh? + k2
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e —
Korzystajac z definicji zbadac rézniczkowalnos¢ funkcji

ZY dl , 0,0 .
flx,y) = { 0\/z2+y2 dlz Eizi i E0,0; w punkcie (xo,%0) = (0,0).

Zatem %(Ov 0) = 3—5(0, 0) =0 i pozostaje zbadac czy istnieje i ile wynosi

" f(xo+h,yo +k) = f(zo,90) - h%(anyO) - k%(xo,yo)
1m
(h,k)—(0,0) Vh2+ k2
o SR - £0,0)- h$L(0,0) - k3L (0,0)
(h,k)—(0,0) Vh2 + k2
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e —
Korzystajac z definicji zbadac rézniczkowalnos¢ funkcji

ZY dl , 0,0 .
flx,y) = { 0\/z2+y2 dlz Ezz; i E0,0; w punkcie (xo,%0) = (0,0).

Zatem %(Ov 0) = 3—5(0, 0) =0 i pozostaje zbadac czy istnieje i ile wynosi

f(h,k) = £(0,0) - h5L(0,0) - kFL(0,0)

lim
(h,k)~(0,0) Vh2 + k2
~__ —0-h-0-k-0 hk
= lim h2+k2 lim ———==7 (%)
(h,k)~(0,0) Vh2 + k2 " (hk)=(0,0) B2 + k2
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e —
Korzystajac z definicji zbadac rézniczkowalnos¢ funkcji

ZY dl , 0,0 .
flx,y) = { 0\/z2+y2 dlz Ezj; i E0,0; w punkcie (xo,%0) = (0,0).

Zatem g—fg(O, 0) = 3—5(0, 0) =0 i pozostaje zbadac czy istnieje i ile wynosi

f(h,k) = £(0,0) - h5L(0,0) - kFL(0,0)

(h,kl)ifio,m m
- T e @
Niech (o, k) = (1 Z); nlirpw(% g) (0,0) i (%,%);&(0,0) dla neN,
Jin (5 5) = i, = i = s sy oo

Anna Bahyrycz Pochodne czastkowe. Pochodna kierunkowa. Rézniczk



e —
Korzystajac z definicji zbadac rézniczkowalnos¢ funkcji

2 dla (z,y) # (0,0
a (z,y)#(0,0) w punkcie (xo,%0) = (0,0).

z,y) =4 V=P
f(z,y) { dla  (z,y) =(0,0)

0
Zatem g—fg(O, 0) = g—f(O 0) =0 i pozostaje zbadac czy istnieje i ile wynosi

f(h,k) - £(0,0) - 5L (0,0) - £3L(0,0)
1m
(h,k)—(0,0) Vh2 + k2
-0-h-0-k-0
T lim hk (%)
(h,k)—»(0,0) h? + k2

= lim
(k) ~(0.0) N>
1
%)% (0,0) dia neN,

Niech (hy, kp) = (1 :lz); ’I‘Ll}}Poo(l ,) (0,0) i (ﬁ’ﬁ

n n
. 1 a . o a? a? .
lim f(f,f): lim —"— = lim —— = —— - zalezy od a,
n—+oo nn notoo = 4 4 nﬁ+oo]_+a l+a
n n

a stad granica (*) nie istnieje, co oznacza, ze badana funkcja nie jest

rézniczkowalna w (0,0).
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Jezeli funkcja jest rézniczkowalna w punkcie to jest ciaggfa w tym punkcie.
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Jezeli funkcja jest rézniczkowalna w punkcie to jest ciagfa w tym punkcie.

Funkcja z Przyktadu 1 nie jest rézniczkowalna w punkcie (0,0), bo nie jest ciagta
w tym punkcie.
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Jezeli funkcja jest rézniczkowalna w punkcie to jest ciagfa w tym punkcie.

Funkcja z Przyktadu 1 nie jest rézniczkowalna w punkcie (0,0), bo nie jest ciagta
w tym punkcie.

Twierdzenie odwrotne do Twierdzenia 3 nie jest prawdziwe.
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Jezeli funkcja jest rézniczkowalna w punkcie to jest ciagfa w tym punkcie.

Funkcja z Przyktadu 1 nie jest rézniczkowalna w punkcie (0,0), bo nie jest ciagta
w tym punkcie.

Twierdzenie odwrotne do Twierdzenia 3 nie jest prawdziwe.

Funkcja z Przyktadu 2 jest ciagta w punkcie (0,0) a nie jest jest w tym punkcie
rozniczkowalna, bo nie istnieja pochodne czastkowe pierwszego rzedu funkcji f w
punkcie (0,0).
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Jezeli funkcja jest rézniczkowalna w punkcie to jest ciagfa w tym punkcie.

Funkcja z Przyktadu 1 nie jest rézniczkowalna w punkcie (0,0), bo nie jest ciagta
w tym punkcie.

Twierdzenie odwrotne do Twierdzenia 3 nie jest prawdziwe.

Funkcja z Przyktadu 2 jest ciagta w punkcie (0,0) a nie jest jest w tym punkcie
rozniczkowalna, bo nie istnieja pochodne czastkowe pierwszego rzedu funkcji f w
punkcie (0,0).

A\

Twierdzenie 4 (Warunek wystarczajacy rézniczkowalnosci funkgji)

Jezeli pochodne czastkowe g£ , g sa funkcjami ciagtymi w punkcie (zo,yo), to
funkcja f jest rézniczkowalna w tym punkcie.
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Jezeli funkcja jest rézniczkowalna w punkcie to jest ciagfa w tym punkcie.

Funkcja z Przyktadu 1 nie jest rézniczkowalna w punkcie (0,0), bo nie jest ciagta
w tym punkcie.

Twierdzenie odwrotne do Twierdzenia 3 nie jest prawdziwe.

Funkcja z Przyktadu 2 jest ciagta w punkcie (0,0) a nie jest jest w tym punkcie
rozniczkowalna, bo nie istnieja pochodne czastkowe pierwszego rzedu funkcji f w
punkcie (0,0).

A\

Twierdzenie 4 (Warunek wystarczajacy rézniczkowalnosci funkgji)

Jezeli pochodne czastkowe %, % sa funkcjami ciagtymi w punkcie (zo,yo), to

funkcja f jest rézniczkowalna w tym punkcie.

Funkcje z Przyktadéw 5 i 6 sg rézniczkowalne w kazdym punkcie R?.
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Interpretacja geometryczna funkcji rézniczkowalnej w punkcie

Rézniczkowalnos¢ funkgji f w punkcie (zo,y0) oznacza, ze istnieje ptaszczyzna
styczna (niepionowa) do wykresu tej funkcji w punkcie (:co,yo,f(xo,yg)).
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Interpretacja geometryczna funkcji rézniczkowalnej w punkcie

Rézniczkowalnos¢ funkgji f w punkcie (zo,y0) oznacza, ze istnieje ptaszczyzna
styczna (niepionowa) do wykresu tej funkcji w punkcie (xo,yo,f(xo,yg)).

Twierdzenie 5

Niech funkcja f ma ciagte pochodne czastkowe %, 3_1]: w punkcie (Zo,Yo)-

Wdwczas ptaszczyzna styczna do wykresu funkcji f w punkcie (mg,yo, I (zo, yo))
ma postac:

z~ f(20,90) = %(zoayo)(m - xg) + %(%Wo)(y ~%0)-
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Przyktad 10

Napisa¢ réwnanie ptaszczyzny stycznej do wykresu funkcji

arctgx
f(xyy) - 1+ y2

w punkcie P = (1,0, %)

Anna Bahyrycz Pochodne czastkowe. Pochodna kierunkowa. Rézniczk



Przyktad 10

Napisa¢ réwnanie ptaszczyzny stycznej do wykresu funkcji

t
fz,y) = alri igf w punkcie P = (1,0,%),
of 1 1 1 1
-_— S ———— 0 —— 1 0 _ = _ .
55 V) = T3 2 = = ( )=51=53
of 2y

8—y($,y) = —arctgz - 6_:];(1’0) =0.

(1+y)?
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Przyktad 10

Napisa¢ réwnanie ptaszczyzny stycznej do wykresu funkcji

t
fz,y) = alri igf w punkcie P = (1,0,%),
of 1 1 1 1
-_— S ———— 0 —— 1 0 _ = _ .
55 V) = T3 2 = = ( )=51=53
of 2y

8—y($,y) = —arctgz - a—y(l,()) =

(1+y?)?
2= f(20,%0) = %(xo,yo)(ﬂc — ) + g_g(x07y0)(y - %)

z—%=é(x—1)+0~(y—0)
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Przyktad 10

Napisa¢ réwnanie ptaszczyzny stycznej do wykresu funkcji

t
fz,y) = alri igf w punkcie P = (1,0,%),
of 1 1 1 1
-_— S ———— 0 —— 1 0 _ = _ .
55 V) = T3 2 = = ( )=51=53
of 2y

—(z,y) = —arctgz -
dy

of _
a7y o Y”
z—f(xo,yo)=%(xo,yo)(x—xo)+g—g(xo,yo)(y—yo)

z—%=é(x—1)+0~(y—0)

Zatem

1 T 1
2=z +———=

2 4 2
jest réwnaniem ptaszczyzny stycznej do wykresu funkcji f w punkcie P.
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Interpretacja geometryczna

arctge
) =

= 114

Pochodne czastkowe. Pochodna kierunkowa. Rézniczk




Interpretacja geometryczna

arctge
1+ g2

21 f(:l"9y):
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